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摘 要 在介绍 A级贝塞尔曲线的定义和性质的基础上，探讨如何通过简单的交互式控制来生成平面和空间的 A级贝塞尔曲线
的理论基础和实现方法。通过解明 A级贝塞尔曲线与对数螺线的关系，阐述用对数曲率 /挠率图直观表示 A级贝塞尔曲线曲率 /挠
率单调性的基本原因。最后总结上述工作并提出进一步的研究方向。

关键词 A级贝塞尔曲线 曲率 /挠率单调 对数曲率 /挠率图 交互式控制

中图分类号 TP391 文献标识码 A DOI: 10． 3969 / j． issn． 1000-386x． 2014． 02． 028

INTEＲACTIVELY CONTＲOLLED GENEＲATION METHOD FOＲ CLASS A BEZIEＲ CUＲVE
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Abstract In this paper we first introduce the definition and properties of Class A Bézier curve，based on it，we then discuss the
theoretical foundation and implementation method in regard to how to generate planar and spatial Class A Bézier curve by simple interactive
control． Through unriddling the relationship of Class A Bézier curve and logarithmic spiral，we expound the basic reason of intuitively
representing the curvature / torsion monotonicity of Class A Bézier curve with LCG /LTG． In end of the paper，we summarise above works and
present further study direction．
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0 引 言

在汽车和飞机造型设计中，需要用到很多曲率比较“美”的
曲面。而“美”的曲线段应具有一些区域的曲率单调性，对于空
间曲线在强调曲率单调性的同时也需保证挠率单调性［1］。
2006 年，Farin定义了一类曲率和挠率都单调的 A 级贝塞尔曲
线［2］。2007 年，CAO对 A 级贝塞尔曲线的性质做了细致地分
析［3］。在实际的方案设计中，需要对这些曲线进行简单有效地
控制，所需曲线往往是由曲线两端点的切向量决定的，所以 Yo-
shida，Hiraiwa和 Saito等人提出了一些基于曲线端点切向量交
互式控制平面和空间 A级贝塞尔曲线的方法［4 － 9］。
本文在介绍 A级贝塞尔曲线的定义和性质的基础上，说明

交互式控制平面和空间 A 级贝塞尔曲线的理论方法。通过阐
述 A级贝塞尔曲线与对数螺线的关系，解明用对数曲率 /挠率
图直观表示 A级贝塞尔曲线曲率 /挠率单调性的基本原因。最
后通过一些实验结果做出分析并提出了今后的研究方向。

1 A级贝塞尔曲线的定义及性质

对于 n次的贝塞尔曲线:

x( t) = ∑
n

i = 0
Bn

i ( t) bi ( 1)

设 Δbj = bj + 1 － bj 时，有旋转矩阵 M，使得:

Δbj = MjΔb0 i = 0…，n － 1 ( 2)
当 t∈［0，1］时，对于任意单位向量 v，矩阵 M满足:

( 1 － t) v + tMv ≥ v ( 3)

则这条曲线是由一系列控制点 bi 定义的 A 级贝塞尔曲
线［2］。此时，旋转矩阵 M满足以下两个条件:

1) 矩阵 MT +M － 2I和 MTM － I 的特征值必均为非负。这
里 I为一个单位矩阵。

2) 矩阵 M必映射到单位球体外的任一点。即: M 的奇异
值 δ1，δ2 应不小于 1。
若旋转矩阵 M 是由旋转角 θ ＜ π /2 和一个尺度因子 s 组

成，则满足下列条件:

cosθ ＞ 1 / s( s ＞ 1) 或 cosθ ＞ s( s ＜ 1) ( 4)
的矩阵 M被称为 A级矩阵。由 A级矩阵即可产生 A 级贝塞尔
曲线［2］。

2 交互控制典型平面 A级贝塞尔曲线

为便于交互式控制，最简单的方法是根据已知曲线段两端

点的切线方向来生成 A 级贝塞尔曲线［4 － 9］。为实现像控制一
条二次曲线一样的方法，去控制一条 n次的典型 A 级贝塞尔曲
线，我们指定三个平面交互控制点来定义曲线段两端点的切线
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方向。如图 1 所示，α0，α1，α2 为产生 n次典型 A级贝塞尔曲线
的三个交互控制点。要生成一条以 α0，α2 为终点，且在两终点

分别以 α1 － α0，α2 － α1 的方向为曲线切向量方向的曲线，就要计

算出曲线的控制点系列 b0，b1，…bn，由上可知，b0 = a0，bn = a2。
假设满足式( 4) 的典型的 A级旋转矩阵 M是:

M = scosθ － ssinθ
ssinθ scos[ ]θ

( 5)

此处 θ是向量 α1 － α0 与 α2 － α1 夹角除以 n － 1 的角度。设 b0 =
Δb0 ( Δb0 = b1 － b0 ) ，u = ( α1 － α0 ) / α1 － α0 ，即可得到下式

来计算 b0 和 s:

∑
n－1

j = 0
b0M

ju = ( a2 － a0 ) ( 6)

当 n = 3 时，上式为二次的方程可以直接解得。当 n ＞ 3 时，
我们可以将式( 6) 改写为:

f( b0，s) = ∑
n－1

j = 0
b0M

ju － ( a2 － a0 ) ( 7)

当式( 7) 趋近于零向量时，可用多维共轭梯度法或下降单
纯型法［10 － 12］进行最优化求解。求得 b0 和 s 后，其它所有控制
点都可以用式( 8) 来计算。

bi = b0 +∑
i－1

j = 0
b0M

ju 0 ＜ i≤ m ( 8)

图 1 交互控制生成平面典型 A级贝塞尔曲线

3 交互控制典型空间 A级贝塞尔曲线

当用类似于平面上控制二维的 A 级贝塞尔曲线的方法来
控制空间曲线的生成时，需指定四个空间交互控制点 α0，α1，

α2，α3。以 α0，α3 为曲线段的两个终点，以 α1 － α0，α3 － α2 方向为

曲线两终点的切向量方向来确定曲线，如图 2 所示。产生曲线
的矩阵 M就为一个 3 × 3 矩阵，同样由一个绕某个轴的旋转因
子和一个尺度因子组成。设，s，θ，u =［u0 u1 u2］( | u | = 1) 分别
为尺度因子，旋转角度和旋转轴。则 M可以表示为:

M = ＲS ( 9)

图 2 交互控制生成空间典型 A级贝塞尔曲线

其中:

S =
s 0 0
0 s 0
0 0

[ ]
s

( 10)

Ｒ = I + ( sinθ) A + ( 1 － cosθ) A2 ( 11)
这里，I是一个单位矩阵，矩阵 A为:

A =

0 u2 － u1

－ u2 0 u0

u1 － u0







0

( 12)

计算 两 终 点 单 位 切 向 量 后 可 得 b0 = a0，bn = a3，

v0 = Δb0 / Δb0 ，v1 = Δbn － 1 / Δbn － 1 。而 b1 = b0 + b0 v0，其中
b0 = Δb0 。因 b0 只影响曲线的长度变化，所以我们可以先假设
b0 = 1。当曲线被确定时，b0 可以用( α3 － α0 ) / | bn － b0 |计算出。
为确定矩阵 M，如图 3 所示，由式( 2) 和式( 9) 可得:

v1 = Ｒn－1 v0 ( 13)
式中表示 Ｒ中的旋转轴 u在分别与 v0，v1 成等角的平面上。假
设 u’= v1 × v0，则旋转轴 u 就可由 u’绕轴 v0 － v1 旋转  角得
到，并可由式( 14) 来计算:
u = ( v0 × v1 ) / v0 × v1 cos + ( v0 + v1 ) / v0 + v1 cos( π /2 －) ( 14)

图 3 旋转轴 u的计算

对于任意的 φ，将 v0，v1 投影到以 u 为法向量的平面上，并
分别记为 v̂0，̂v1。设 ψ为 v̂0和 v̂1的夹角，则 θ = ψ / ( n － 1 ) ，这样
可以满足式( 13) 并保证 α3 点的切线方向。为满足 α3 点的位置

条件，可用最优化方法让式( 15) 趋近于 0 得到:

f( ，s) =
∑
n－1

i = 0
b0M

iv0

∑
n－1

i = 0
b0M

iv0

·
a3 － a0

a3 － a0
－ 1 ( 15)

这样就可交互地产生典型的空间 A级贝塞尔曲线。

4 典型平面 A级贝塞尔曲线与对数螺线

对数螺线广泛存在于自然界，在复平面极坐标下，对数螺线

可表达为:

LS( θ) = r0 e
ikθ ( 16)

其中 i是虚数单位，r0 ( ＞0) 和 k( 0≤cot( k) ≤π) 是常数。螺旋线
绕着极点 ρ旋转。切线角 θ是 x轴与从极点 ρ到 LS( θ) 的向量间
的夹角。从极点到曲线 LS( θ) 上一点的距离为 LS( θ) = r0 e

kθ。
分别考虑对数螺线上两点 θ0 和 θ0 + θd ( θd ＞ 0 ) ，可得

式( 17) 的结果为常数。
LS( θ0 + θd )

LS( θ0 )
= ekθd ( 17)

若切线角随 θd 增加，极点到曲线的距离就会随因子 ekθ增
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加。反之，对一条确定的曲线，当切线角随 θd 增加时极点到曲
线的距离随因子 ekθd增加时，因可轻易地找到式 ( 16 ) 中所有的
参数，则该曲线是对数螺线。此性质可证明通过给定一条 n 次
A级贝塞尔曲线所有的控制点的曲线是一条对数螺线。当 n很
大时，典型的平面 A级贝塞尔曲线趋近于对数螺线［4 － 9］。
对于一条 A级贝塞尔曲线的控制点 bi，bi + 1，bi + 2，若能找到

对于任意 i 的极点，则当 bi + 1 － / bi － ρ = bi + 2 － bi + 1 /
bi + 1 － bi = s时，存在一条通过所有控制点的对数螺线。这里

S是典型的平面 A级贝塞尔曲线的尺度因子。要找到对数螺线
的极点 ρ就需使得三角形 ρbibi + 1与 ρbi + 1 bi + 2相似。极点存在于
与点 bi + 1距离为与点 bi 距离 S倍的点 C的轨迹 Apollonius圆上
( 如图 4 所示) 。

图 4 Apollonius圆产生贝塞尔控制点

为计算极点 ρ，需先计算 bi 和 bi + 1的 Apollonius圆 Ci。Apol-
lonius圆 Ci 是满足 bi + 1 － q / bi － q = s 的点 q 的轨迹，这里 s
= bi + 2 － bi + 1 / bi + 1 － bi 。通过相似的方式，可分别构造
bi + 1，bi + 2和 bi + 2，bi + 3的 Apollonius 圆 Ci + 1，Ci + 2。通过圆 Ci 和

Ci + 1，，可构造一条通过两圆两个交点的直线 li。同样，我们可以
构造圆 Ci + 1和 Ci + 2的直线 li + 1。极点 ρ 就是两条直线 li 和 li + 1
的交点，通过检验交点是否在圆 Ci 上，可计算出极点 ρ。

设 b0 =［b0xb0y］
T 为第一个控制点向量，u =［uxuy］

T 为平行

于 b1 － b0 的单位向量。典型平面 A级贝塞尔曲线的其他控制
点由式( 8) 给出。对于控制点 b0，b1，b2，b3，极点 ρ 可用式( 18 )
计算出:

p = ［px /pw py /pw］T ( 18)
这里:

px = b0x + b0x s
2 + ux － s( ( 2b0x + ux ) cosθ + uysinθ)

py = b0y + b0y s
2 + uy － s( ( 2b0y + uy ) cosθ + uxsinθ)

pw = 1 + s2 － 2scosθ

( 19)

因极点 ρ在圆 Ci，Ci + 1和 Ci + 2上，所以对于三次典型 A级贝
塞尔曲线，也可算出它的极点 ρ。对四次的 A级贝塞尔曲线，可
通过利用关系 b2 － p / b3 － p = b3 － b2 / b4 － b3 和∠ρb2b3
=∠ρb3b4 简单地说明三角形 ρb2b3 与 ρb3b4 相似。对 n 次的 A
级贝塞尔曲线，重复该过程，可确定三角形 ρbibi + 1与 ρbi + 1 bi + 2 ( i
＞ 3) 相似，其极点 ρ就可由式( 18) 表示。

5 对数曲率图及对数挠率图

若分别用 logρ和 log( ds /d( logρ) ) = log( ρ ds /dρ ) 作为对
数曲率图的横轴和纵轴［9］。设 ρ为曲率半径，s 为弧长且 ρ随 s
单调增加，则可写出一个基本的线性方程( 20) :

log ρ ds
d( )ρ = αlogρ + c ( 20)

其中，α是对数曲率图中直线的斜率，c 是一常数。从式( 20) 可
导出关于弧长的曲率方程:

k =
e －Λs α = 0
( Λαs + 1) －1 /α α≠{ 0

( 21)

其中，k是曲率，Λ是当 ρ = 1 时的 dρ /ds。因此，对数曲率图的直
线性表明曲线的曲率是弧长的一个简单函数。
对于任意参数曲线的对数曲率图。横轴 logρ 可很容易算

出，纵轴 log( ρ ds /dρP ) 可通过式( 22) 计算:
dρ
ds = － 1

k2
dk
ds ( 22)

同样也可得到以 logμ为横轴，以 log( μ ds /dμ ) 为纵轴的
对数挠率图［9］。对数挠率图基本的线性表达为式( 23) :

log μ ds
d( )μ = αlogμ + d ( 23)

类似地，横轴 logμ 可容易算出，纵轴 log ( μ ds /dμ ) 可通
过式( 24) 计算:

dμ
ds = － 1

τ2
dτ
ds ( 24)

6 实验结果及分析

图 5 －图 9 显示了使用下降单纯型法进行最优化求解所得
到的结果。
图 5( a) 显示了给定一起始向量 V 和满足 A 级条件的旋转

矩阵 M后生成的 6 次基本 A 级贝塞尔曲线。这里 V =［－ 1 1

1］，M =
2． 58 － 0． 04 0． 89
0． 45 2． 13 0． 45
0 0 2．

[ ]
21
。图 6( a) 显示了给定平面上三

点来确定曲线段两端点切向时生成的 49 次平面典型 A 级贝塞
尔曲线。图 7( a) 为给定平面上三个点和矩阵 M的扰动因子 δ0
= δ1 = δ2 = δ3 = 0． 1 时生成的 9 次平面一般 A 级贝塞尔曲线。
图 8( a) 显示了指定空间中四点定义曲线两端点切向时生成的 7
次空间 A级贝塞尔曲线。图 9 ( a) 为指定空间中四点定义曲线
两端点切向和给定矩阵 M 的扰动因子 δ0 = 0． 0，δ1 = 0． 15，δ2 =
0． 0，δ3 = 0． 5 时生成的 4 次空间一般 A级贝塞尔曲线。
图 5( b) -图 9( b) 显示了对应于图 5 ( a) -图 9 ( a) 的曲率图;

图 5( c) 、图 8( c) -图 9 ( c) 显示了相应的挠率图; 图 6 ( c) -图 7
( c) 和图 8( d) -图 9( d) 显示了对应于图 6( a) -图 9( a) 的对数曲
率图;图 8( e) -图 9( e) 显示了对应于图 8( a) -图 9( a) 的对数挠
率图。实验结果显示，这样的交互式控制方式能简便快速地生
成曲率 /挠率单调的 A级贝塞尔曲线，且能忠实评价曲率 /挠率
的单调程度。

( a) 产生曲线 ( b) 曲率图 ( c) 挠率图
图 5 产生的 6 次 A级贝塞尔曲线及曲率图、挠率图
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( a) 产生曲线 ( b) 曲率图 ( c) 对数曲率图
图 6 产生的 49 次平面典型 A级贝塞尔曲线及

曲率图、对数曲率图

( a) 产生曲线 ( b) 曲率图 ( c) 对数曲率图
图 7 产生的 9 次平面一般 A级贝塞尔曲线及

曲率图、对数曲率图

( a) 产生曲线 ( b) 曲率图 ( c) 挠率图

( d) 对数曲率图 ( e) 对数挠率图
图 8 产生的 7 次空间典型 A级贝塞尔曲线及曲率图、

挠率图、对数曲率图、对数挠率图

( a) 产生曲线 ( b) 曲率图 ( c) 挠率图

( d) 对数曲率图 ( e) 对数挠率图
图 9 产生的 4 次空间一般 A级贝塞尔曲线及曲率图、

挠率图、对数曲率图、对数挠率图

7 结 语

本文在介绍 A级贝塞尔曲线的定义和性质的基础上，分别
说明了交互式控制产生平面和空间 A 级贝塞尔曲线的方法。
根据旋转矩阵是否含扰动因子可将此类曲线分类为典型 A 级
贝塞尔曲线和一般 A 级贝塞尔曲线。通过解明 A 级贝塞尔曲
线与对数螺线的关系，阐明了使用对数曲率 /挠率图直观表示 A
级贝塞尔曲线曲率 /挠率单调性的基本原因。
作为进一步的研究内容，如何通过简易的交互式控制即可生

成 A级 B-样条曲线曲面是具有重要意义和挑战性的研究方向。
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